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Un corrigé

PARTIE I

1. e Soient f et g deux éléments de .. Pour tout couple (p,q) € N? et tout z € R, d’apres la formule de
Leibniz, on a :

g q
2(f9) (@) = a” Y Cif P (@)g P (@) = Y Cha? S (@)g M (@)
k=0

k
Or lim 2”f®(z)= lim 20gW~*)(

|z| =400 |z| =400

0
x) = 0, ceci implique que ‘ |lim 2P (fg)4(x) = 0,donc fg € 7.
x|—+00

e Soit fi(x) = exp <tw — 9;) Calculons, pour ¢ € N, ft(q) (z).Ona f/(z) = (t — x) fi(z) puis on montre par

récurrence sur g que ft(Q) (x) = Pi(x) fi(x) ol P; est un polyndme en x, donc

_ 2
Vp € N, J:pft(q) (z) = 2P Py(x) exp <21(95 — t)2 + t2> ,

d’ou
lim xpft(q) (x) =0,

|z| =400

donc f; € .7 et par suite .7 est un sous-algebre de € non réduit a {0}.
e Il est clair que les applications U, V' et H sont des applications linéaires de .” dans ¥°°. De plus si f € .7,
lim 2P(Uf)D(z) = ‘ |lim P(VHD(z) = lim 2P(Hf)D(z) = 0 (vérification immédiate ), donc U,
x| —+00

|z| =400 |z| =400
V et H sont en fait des endomorphismes de ..
Soit f € SetxreR,ona:

(VoU)(f)(@) = V({US)()
2(Uf)(x) = (Uf)(x)
v (vf(z) + f'(2) — (xf(@) + f(2)
2 f(z) = " (z) - f(=)
= (Hf-f)(=)
DouVf € .7, (VoU)(f) = (H — Id)(f),donc Vo U = H — Id.
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2. Sif e, ‘ |lim (1 + 22)aPf@(z) = 0 ce qui entraine l'existence d'un réel A > 0 tel que |z| > A on
r|—+00

a |(1+2%)2?fD(z)| < 1. Sur le segment [—A, A], la fonction 2 — (1 + 22)2? f(9 () est continue, donc

bornée et par conséquent il existe N,, > 0 tel que Vo € [~A, 4], |(1+2?)2Pf?D| < N,,. Ainsi pour

M,
M, , =max(1,N,4), onaVe € R, ‘xpf(q)(w)) < 1 +p’q2.
x
3. e Si f et g sont dans .7, alors f2 et fg sont aussi dans .7, et d’apres la question précédente il existe des
constantes positives M (f) et M(f, g) telles que

< M(f.9)

Ve e, [P < L) (@) < TS

— 1422

donc f? et fg ont des intégrales absolument convergentes sur R.
+00

e Si f € .7, alors f € .7, donc l'intégrale f(z)g(x)dx est absolument convergente, par conséquent

I'application
“+o0
(fo) s [ Fl@gla)da
est bien définie sur .¥ x .7.

D’autre part on peut vérifier facilement, en utilisant la linéarité de I'intégrale et les propriétés des nombres
complexes, que cette application est une forme hermitienne définie positive.

L'inégalité de Cauchy-Schwartz s’écrit |(f|g)| < (f|f )% (] g)% ou encore

| < VT

4. e Soient f et g de.”, on a, al’aide d'une intégration par parties,

—+o0
Uflg) = / o (@) + F@g(z)dz

—0o0

+oo +00
— [ F@egae+ [ Flglads

+oo - 00 +oo
= [ T@gato+ [Fag@)] - [ T @)
= (fIVg)

_ —+oo

[f(:v)g(x)} =0,carsi f € .7, | |lim f(z) = 0. De méme on montre que (V f|g) = (f|Ug). D’autre part,
—0o0 x|—+00

ona

+o0o
(Hflg) = / 2F@) — [@)g(a)dx

- [Trmeewar - [ P

—00 —

,jomi po —0o0 —0o0
= [ T@g(@ar - / @)g" (x)da
= (flHg)



e Soit A € C une valeur propre de H, alors il existe f € . non nul tel que H(f) = Af et donc

(HfIf) = (MfIF) = A1)
etonaaussi (Hf|f) = (f|Hf) = M f|f) et comme f est non nul alors A = ), donc ) est un réel.

PARTIE II

1. Comme dans la question 1., on a montré que u; € . pour chaque t € R. De plus, pourt € R,ona:

/J:O(a(t))Q exp [2 (ta: — w;ﬂ dz

— ) [ [t ) ar

(wt|ue)

+00
— @®Pen(®) [ e[ a0

o
= (a(t))2exp(t2)/_ exp(—u?)de, u=gz—t
= Ra(t)? esp(r)

t2 1\* t2
Donc si ||u¢|| = exp <4) et comme a(t) est positive, alors a(t) = <7r> exp (—4). On vérifie sans peine
que Vz € R, Uuy(z) = tu(z) et que Vug(z) = (22 — t)ur(x).
2 2

2. ePourt e R,z exp (ta: — 302) estdans ., doncsi f € ., x +— exp <tm - :UQ) f(z) € 7 (.7 stable par

produit ) et donc admet une intégrale absolument convergente.

eSoitt € R,ona:
1
1\ 2 400 2
Lup(t) = <> / ug(x) exp <_ac> dz
0 —so 2

Dot Vt € R, Lug(t) = 1.
eSit € Retz € Ralors u(x) € R, donc

+o0 +oo
Lf(t) = / w(x) f(z)de = / ug(x) f(z)de = (wf).

—00 —00

ePourtceR,ona:

Lovin = [ awes (- 5) @) - F@)s
= att) [ e (- 5) ps@n — @@+ [ o) s
- /_ :Oexp (te— ) af(a)de + /_ J:o(t—a:)ut(x) F(z)dz
_ / :O tug(z) f (z)dz
— I



e En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a pour toutt € R :

oo (5)] = |(2) e (-5) [ o (1) e

2

[\

: +oo ?
) ) ()
1 2 +00 2
< <71T> exp <_tQ) (/_Oo exp (t2 + 2tz — 2% — t2) dac) [hal

el
e ()| < i

. x . Lo 2 . N
. o La fonction (z,t) — f(x)exp <t:z: - 2) est continue et admet une dérivée partielle par rapport a ¢ :

t? 1
exo (55 ) VAl

Donc Vt € R,

2
x . . . N
(z,t) — zf(z)exp <tm - 2> qui est continue sur [—n, n] x R, ceci entraine que F, est de classe ' sur R

et que
n 2
VteR, F.(t)= / xf(z)exp (ta: — 9;) dz

e Soit A > 0. Pour toutt € [-A,Aletn € N,ona:

m-cl < [ oo (n-2) i+ [

o0 xQ
exp <ta: - 2) |z f(x)|dz.

Six €] — o0, —n], la fonction ¢ — exp(tx) est décroissante sur [—1, 1] et donc exp(tz) < exp(—Az). De méme,
siz € [n,4o00[, exp(tx) < exp(Az), d’our :

E0-c0l< [ op(-ar- ) prae+ [

+oo 2

exp (Ax - 2) |z f(x)|dz.
— 00 n
Le terme a droite tend vers 0 ( reste d’une intégrale convergente ) indépendamment de ¢t € [—A, A]. Ceci
montre que la suite de fonctions (F},),cn converge uniformément vers G sur tout intervalle [-A, A] de R
(A > 0). De méme on montre que la suite de fonctions (F},),cn converge uniformément vers F' sur tout
intervalle [— A, A] de R.
e D’apres le théoreme du cours et les questions précédentes, F est dérivable sur R et F' = G.
. Lalinéarité de L découle de celle de I'intégrale. D’apres ce qui précéde L f est dérivable sur R et pour tout
teR,ona:

t [T

we = - [

+o0 +o0
5 ug(x) f(z)dx + % / zug(z) f(x)de + L / zug(z) f(z)dz

2

—00 —00 —00

+00 +0o0
_ ! / (t — x)u(x) f(z)dx + % / zuy(z) f(x)dx

2 —00 —00

+00 +o0
= —= / up(z) f(z)dz + ;/ zuy(z) f(z)de

2/ —00

+o0 +0o0
- 2/_00 ut(x)f'(:z:)dm—l-;/_oo ruy(z) f(r)dx

1 [T

- / () (Uf)@)d

1 1
D'ou (Lf) = 5 (LoU)f.Comme (Lf) = §L(U f),alors on peut déduire par un raisonnement de récurrence

que Lf est € sur R.



5.

1.

3. et 4.

Une vérification immédiate montre que (Lo H)f = Lf + 2Id x (Lf)".

PARTIE III

1\1
Comme pour tout t € R, Lug(t) = 1 et up(t) = () ho(t), alors Lhy(t) = 71. D'autre part, on sait que
T

(L o V)ho(t) = t(Lho)(t), donc par récurrence, Lh,(t) = t" Lho(t), d’ou Vt € R, Lhy(t) = T,
+

o] 2
e Soit f € ¥ telle que Lf = 0, comme a(t) > 0, alors / exp (t:c — 5;) f(z)dz = 0. On peut vérifier
9 —0o0

facilement que l'application ¢ — exp <tm - x) f(x)dx est de classe € sur R et que

2
n +00 2 +oo 2
Vn €N, % (/_OO exp <t:(: — x2> f(x)dx) = /_oo exp (tx - a:2> 2" f(x)de =0
d’ou
+oo
/ ug(x)x" f(z)dx =

Donc on a montré que L f = 0 entraine Lg,, = 0 pour tout n € N. La réciproque est clair, car si Lg,, = 0 pour

toutn € N, en particulier Lgy = Lf = 0.
N

e Posons P = Z an X", donc
n=0

0 = L(Pho)(t) ZN%an /+00 exp <tm — f) x"ho(z)dx

n— —00

- Zandtn </+OO exp (ta: - $2> ho(x )dx)

N ar #2
Zanﬁ@ exp (4) VT exp ( > ZanQn =

avec 0, un polynéme de degré n, donc a,, = 0 pour tout n € [0, N], donc P = 0.
e Soit f € E et P un polyndme tel que f = Pho.Si Lf = 0,alors Vt € R, Lf(t) = 0 et donc P = 0 d’apres la
question précédente, d’ot1 f = 0 et donc L est injective sur E.

DouVt € R,

La solution générale de I'équation différentielle 2ty’ + y = Ay est de la forme y(t) = k|t|% ou k est une

€ N, c'est-a-dire \ est de la

constante réelle. Pour que cette solution soit de classe ¢ il faut que
forme 2n + 1 avecn € N.

Soit A une valeur propre de H, alors il existe f € . non nul tel que H f = \f, la question 5. de la partie
II montre que Lf est solution de I'équation différentielle 2ty’ + y = Ay, comme L[ est €, alors il existe
n € Ntel que A = 2n + 1. Donc ¢(Lf) (t) = nLf(t), d’'ou Lf(t) = kt", k € R. Il existe a € R tel que
L(af)(t) = mit™.

Sif e E,alors L(af)(t) = Lhy(t) et donc af = hy,, donc f € Vect(hy,).



